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교재: Automatic Control Systems



상태방정식의벡터행렬표현

• n차동적시스템의 n개상태방정식

• 출력방정식은

• n개의상태방정식과 q개의출력방정식à동적방정식



상태방정식의백터행렬형

•



선형시불변시스템의동적방정식



상태천이행렬(State-Transition Matrix)

• 상태방정식이만들어지면,
– 방정식의해를 에대하여초기상태벡터 x(t0),입력벡터
u(t)와외란벡터 w(t)로구함

• 상태천이행렬

0tt ³



상태천이행렬구하기(1)

• 라플라스변환

• 역라플라스변환

• 따라서



상태천이행렬구하기(2)

• 고전적인방법
• 해를다음과같이가정



상태천이행렬이란?

• 시스템의자유응답(free response)
– 초기조건만으로여기된응답
– A의상태천이행렬
– 입력이영일때 t=0인초기시간부터임의의 t까지의천이를정의

• 성질



Figure 8-3
Property of the state-transition matrix.



상태천이방정식



• Example 8-6-1



• 또다른방법으로,



상태선도로부터결정된상태천이방정식

• 상태천이방정식을구하는데상태선도방법을사용할수
있다.

• Example 8-6-2





Example 8-6-3



• 또다른방법 (구간별로구하기):

조심



고차미분방정식

• 위상변수표준형(phase-variable canonical form) 또는
가제어성표준형(controllability canonical form)



Example 8-7-1



전달함수와의관계

• 선형시불변시스템이다음의동적방정식으로표현되면,





Example 8-8-1



• 다른방법



특성방정식(Characteristic Equation)

• 미분방정식으로부터특성방정식구하기



특성방정식(Characteristic Equation)

• 전달함수로부터특성방정식구하기

• 상태방정식으로부터특성방정식구하기



고유치(Eigenvalue)

• 다양한고유치의특성



고유벡터(Eigenvector)

• Example 8-9-5





일반화된고유벡터

• 만일 A가다중차수의고유치이고비대칭이면앞서의
식만으로는구할수없다.

• A의 n개고유치중에 q개가상이하다고하면 q개의다른
고유치는 로구하고, n-q차수의고유치는



Example 8-9-6





상사변환(Similarity Transformation)

• SISO 시스템의동적방정식

• 똑같은차원의다른방정식으로변환



비교



• 변환된시스템에서특성방정식, 고유벡터, 고유치, 그리고
전달함수와같은성질들이모두변환에의해서변화를
일으키지않기때문에상사변환 (similarity transformation)



가제어성표준형(Controllability Canonical Form)

• S의역행렬이존재해야함





예제 8-10-2



가관측성표준형(Observability Canonical Form)

V의
역행렬이
존재해야함



예제 8-10-2



대각선표준형



• Example 8-10-3



Jordan 표준형

• 행렬 A가다중근의고유치를가질때, 





예제 8-10-4



8-11 전달함수의분해

• 직접분해
– CCF로의직접분해
– OCF로의직접분해

• 종속분해
• 병렬분해



직접분해 – CCF로의직접분해

• 분모차수는분자차수보다한차수이상크다고가정







직접분해 – OCF로의직접분해

• 분모차수는분자차수보다한차수이상크다고가정





예제 8-11-1







종속분해(Cascade Decomposition)

• 간단한 1차또는 2차요소의곱으로표기된전달함수



Example



병렬분해(parallel Decomposition)

• 전달함수를부분분수전개à단순 1차또는 2차시스템의병렬연결



• 상태방정식은 DCF (대각선표준형)



예제 8-11-2



• 전체차수는 4차이지만, 3개의적분기만으로상태선도표현à한
개의적분기가두채널에공동으로사용

• 상태방정식은 Jordan 표준형



제어시스템의가제어성(controllability)

• 가제어성: 고유치를임의로택할수있도록하는피드백
해의존재에관계

• 가관측성: 측정할수있는출력변수로부터상태변수를
예측하거나관측하는조건에관계

Figure 8-16 (a) Control system with state feedback. 
(b) Control system with observer and state feedback.



• 설계목적: A-BK또는폐루프시스템의고유치가미리
정한어떤값이되도록피드백행렬 K를구하는것

• 가제어성: A-BK의고유치를임의로배정시킬수있는
정수피드백행렬 K가존재하는것



• 상태피드백제어실행시문제점
– 상태변수모두감지하는데비용이많이듬
– 상태변수모두가물리적으로관측되지않음
à관측기설계

• 시스템에서관측기가설계될수있는조건à시스템의
가관측성

• 완전가제어(completely controllable): 모든상태변수가
임의의속박되지않은제어 u(t)로유한시간내에일정
목적값에도달할수있도록제어가능할경우



• 상태가제어성, 출력가제어성



상태가제어성의정의



상태가제어성검사방법



Example 8-12-2



Example 8-12-3



가관측성



• 가관측성검사법





Example 8-13-1



가제어성, 가관측성과전달함수사이의관계





Example 8-14-1





가제어성과가관측성에관한불변정리





• 예제 5-23





Case Study: Magnetic-Ball Suspension System















State-Feedback Control

• 최근에는 Forward나 feedback에고정된구조의제어기를사용하기
보다는실수상수 gain을이용해서상태변수를 feedback하는 state-
feedback control기법을많이사용함.



State-Feedback Control

• State feedback을가지는시스템의일반적인전달함수는

• 기존의다른시스템들과비교해보면,

비슷함



State-Feedback Control

• The systems with zero reference input, r(t) = 0, are commonly known as 
regulators. When r(t) = 0, then a second-order system with PD control is 
the same as state-feedback control. 



Pole-Placement through State-Feedback Control

• 3차또는그이상의공정에서는 PD, PI, 1단진상또는지상제어기로는
각제어기에두개의자유파라미터만있기때문에독립적으로
시스템의모든극들을제어할수없다. 

• n차시스템에있어서임의의극배치를위해필요한조건을조사하기
위해다음상태방정식으로기술되는공정을고려해보자

• 그러면, Closed-loop system은

• 특성방정식은다음과같으며, n개의근들을임의의위치에놓을수
있다. 



Pole-Placement through State-Feedback Control

• 만약에완전한가제어시스템이라면가제어성표준형(CCF)으로항상
표현할수있다는것을이용할수있으며,

• 모든항에 k가있으므로고유치를임의로할당할수있음.



• Equilibrium point                            &

Example 8-18-1 



• 다음의설계사양(design specification)을고려하자.

• Open-loop system과 state-feedback closed-loop system의상태선도를
그리면,



• 시간응답에대한세번째요구조건을만족시키도록 sI - A* + B*K의
고유치를원하는위치에놓아야한다면,



• MATLAB을이용하여 trial&error로다음의특성방정식을찾음.

• state-feedback closed-loop system의특성방정식은

• 계수를비교하면,



• 다음의그림은초기조건 x(0)가아래와같을때의결과임.



Example 8-18-2

• 6장의예제 6-5-1을다시살펴보면(K=1로가정),



• 설계목표는다음과같다. 

• 계단함수입력에대해서출력은정상상태에서 0의오차를갖는다면, 
분자와분모의상수항들은반드시같아야하며,이경우에는 k1 =
2500에해당한다. 이는시스템이완전가제어일지라도, 특성방정식의
두근을임의로할당할수없음을의미한다. 이때특성방정식은
다음과같다.

• MATLAB을이용한몇번의시행착오후, k2 = 75일때,최대오버슈트와
상승시간및정정시간이모두최소이며,두근은 s =-50과 -50에존재.



State Feedback with Integral Control 

• 상수이득피드백을갖는제어는, 일반적으로특성방정식의모든근을
마음대로위치시킬수있을때, 시스템이입력을따라가지않아도
되는조절기시스템에대해서만사용할수있다. 

• 일반적으로대부분의제어시스템은입력을추적해야한다. 이문제에
대한하나의해법은 PI 제어기에서와마찬가지로상수이득의
상태피드백과함께적분제어를도입하는것



• (n+1)번째적분기의출력은 xn+1로표기되어있으며,

• 구동신호 u(t)는상수상태피드백과적분피드백을통해상태변수와
다음관계를갖는다. 

• 상수이득피드백과적분피드백을갖는전체시스템의 n+1차
상태방정식은다음과같다. 



• 이러한제어기의설계목표는



Example 8-19-1

• Ex. 8-18-2에서상수이득상태피드백제어를이용하여, 2차
태양추적시스템이정상상태오차없이계단입력을추적하도록두근
중하나만을자유롭게선택할수있음을보였다. 이제적분제어를
전방경로에추가하면,



• 빠른상승시간과정정시간을실현하기위해, 특성방정식의근들이 s
평면의왼쪽으로멀리위치하여야하고, 고유주파수는높아야한다. 
근들의크기가크면상태피드백행렬의이득도커짐.

• MATLAB을이용하여근들을정해보면,



• 특성방정식과상수 K는

• 단위계단응답의특성은다음과같음.

• 참고:선정한근의값이크기때문에,k1의높은피드백이득은
물리적인문제를일으킬수있다.문제가발생할경우설계사양을다시
조정해야한다. 



Example 8-19-2

• DC모터시스템을살펴보자.

• 설계문제는상태피드백과적분제어를통해 를구함.



• 상태피드백과적분제어를추가하면,



• 상태피드백과적분제어를추가하면,




